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1 Introduction
Les travaux pre´sente´s dans ce me´moire portent essentiellement sur la the´o-
rie ge´ome´trique des syste`mes dynamiques. Ils sont regroupe´s dans deux sec-
tions distinctes qui couvrent l’essentiel de mes recherches :
– L’e´tude de la dynamique et de la morphologie des home´omorphismes
des surfaces (Section 2).
– L’utilisation de me´thodes ge´ome´triques dans l’e´tude de certaines e´qua-
tions aux de´rive´es partielles apparaissant en me´canique et en hydrody-
namique (Section 3).
Ce me´moire re´capitule les travaux de dix-neuf articles1 regroupe´s par
the`mes et pre´sente´s dans la mesure du possible dans l’ordre chronologique de
leur e´laboration.
Au de´but du XXe sie`cle, Brouwer, Kere´kja´rto´ mais e´galement Birkhoff et
Poincare´ se sont inte´resse´s a` la structure des transformations topologiques –
on parle maintenant d’home´omorphismes – des surfaces. Parmi les questions
qu’il se sont pose´s, on peut citer entre autres :
– E´tudier la structure des points fixes, des points pe´riodiques et des sous-
ensembles invariants d’un transformation donne´e.
– Caracte´riser topologiquement les transformations conformes ou plus
ge´ne´ralement trouver un repre´sentant naturel dans chaque classe de
conjugaison.
– Classifier certains sous-groupes de transformations, notamment les sous-
groupes compacts.
Un grand nombre de re´sultats et parmi eux de beaux the´ore`mes ont e´te´
formule´s depuis et le sujet continue d’inte´resser aujourd’hui. Parmi les the`mes
qui semblent toujours a` la mode, on trouve par exemple la the´orie des home´o-
morphismes de Brouwer [8, 38, 48]. Ce sont les home´omorphismes du plan
qui pre´servent l’orientation et qui sont sans point fixe. Brouwer avait d’abord
conjecture´ qu’ils e´taient conjugue´s aux translations standards avant de mon-
trer que ce n’est vrai que localement : tout point du plan appartient a` un
ouvert connexe, simplement connexe, invariant sur lequel l’home´omorphisme
est conjugue´ a` une translation. Ce re´sultat, connu sous le nom de The´ore`me
des translations planes de Brouwer est en quelque sorte une version dis-
cre`te (pour les home´omorphismes) du The´ore`me de Poincare´-Bendixon sur
les champs de vecteurs, mais la the´orie est dans ce cas beaucoup plus subtile
et une classification comple`te s’ave`re illusoire [48].
1Les re´fe´rences concernant mes travaux sont repe´re´es par des abre´viations (auteurs +
anne´e) et regroupe´es dans la section Publications. Les re´fe´rences externes sont repe´re´es par
des nume´ros et regroupe´es dans la section Re´fe´rences.
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Le proble`me de la classification topologique comple`te des home´omor-
phismes des surfaces est rapidement apparu comme un proble`me trop ge´-
ne´ral et donc peu inte´ressant. Une autre classification – en classe d’isotopie
cette fois – a e´te´ initie´e par Nielsen [58] puis comple´te´e par Handel et Thurs-
ton [67, 40] avec le succe`s qu’on connaˆıt.
Malgre´ tout, certains re´sultats sur la morphologie des home´omorphismes
des surfaces demeurent remarquables. Parmi eux, la classification comple`te
des home´omorphismes pe´riodiques, la caracte´risation topologique des repre´-
sentations conformes, les proprie´te´s des home´omorphismes re´currents et plus
ge´ne´ralement des pseudo-rotations, la classifications des actions sur les sur-
faces des sous-groupes compacts. De plus, la subtilite´ des de´monstrations met
en e´vidence une rigidite´ propre a` la topologie de dimension 2 qui ne semble
pas se ge´ne´raliser aise´ment en dimension supe´rieure. La premie`re partie de
ce me´moire (Section 2) est consacre´e a` ma contribution sur le sujet.
Apre`s avoir travaille´ sur la dynamique des home´omorphismes des sur-
faces, mon inte´reˆt s’est porte´ sur des proble`mes issues de la me´canique, et
plus pre´cise´ment sur l’utilisation de la ge´ome´trie des groupes pour re´soudre
certains proble`mes de la physique mathe´matique.
L’origine de ce point de vue est due a` Arnold. Dans un article maintenant
ce´le`bre [2], il a montre´ que les e´quations de´crivant l’e´volution de la vitesse
angulaire du mouvement d’un solide et les e´quations du mouvement d’un
fluide incompressible non visqueux e´taient de meˆme nature. Ce sont des cas
particuliers d’e´quations ge´ode´siques d’une me´trique riemannienne unilate´ra-
lement invariante sur un groupe de Lie : une me´trique invariante a` gauche
sur le groupe des rotations SO(3) dans le premier cas et une me´trique in-
variante a` droite sur le groupe des diffe´omorphismes C∞ qui pre´servent le
volume pour la me´canique des fluides2. Dans les deux cas, cette me´trique
invariante est donne´e par l’e´nergie cine´tique du syste`me. L’algorithme qui
produit l’e´quation d’Euler est un processus ge´ne´ral de re´duction des e´qua-
tions ge´ode´siques sur l’alge`bre de Lie du groupe.
Il existe une abondante litte´rature sur cette approche ge´ome´trique de la
me´canique des fluides (voir par exemple [3]) et pourtant, d’un certain point de
vue, cette the´orie demeure incomple`te. En effet, cette description du mouve-
ment d’un fluide consiste essentiellement a` traduire seulement formellement
des e´nonce´s connus en ge´ome´trie riemannienne de dimension finie dans le
cadre plus ge´ne´ral des groupes de Lie-Fre´chet.
Afin de reme´dier aux difficulte´s analytiques inhe´rentes a` l’e´tude rigoureuse
de cette approche, Ebin et Marsden [23] ont e´largi l’espace de configuration, a`
2Il s’agit dans ce dernier cas d’un groupe de Lie-Fre´chet, c’est a` dire dont les cartes
prennent leur valeur dans un espace vectoriel de Fre´chet.
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savoir le groupe des diffe´omorphismes C∞, a` la varie´te´3 des diffe´omorphismes
de classe Hs (s ≥ 2). Leur travail a e´te´ ge´ne´ralise´ depuis, dans de nombreuses
directions. Un certain nombre d’articles ont e´te´ publie´s sur le sujet, notam-
ment [12] et [65] qui introduisent la notion de flots ge´ne´ralise´s. Toutefois, le
rapport entre les re´sultats obtenus pour les flots ge´ne´ralise´s et les flots C∞
demeure un proble`me ouvert.
La Section 3 de ce me´moire est consacre´e a` l’e´tude rigoureuse, dans le
cadre des flots classiques C∞, d’une famille de mode`les issues de l’hydro-
dynamique qui ont pour espace de configuration Diff(S1) ou le groupe de
Virasoro. Un des objectifs de ce travail a e´te´ de montrer que l’approche ge´o-
me´trique pouvait eˆtre mene´e rigoureusement du point de vue analytique. En
plus de pre´senter des re´sultats d’existence et de re´gularite´, on a traite´ e´gale-
ment la question de l’inte´grabilite´ des mode`les e´tudie´s avec ce point de vue
ge´ome´trique.
Pour terminer (Section 4), on propose quelques questions ouvertes issues
de ces recherches ou qui ont une relation avec les the`mes e´voque´s dans ce
me´moire.
3qui n’est pas un groupe de Lie car la composition et l’inversion ne sont pas des appli-
cations diffe´rentiables dans ce cas mais seulement des applications continus. Il s’agit donc
seulement d’un groupe topologique, muni d’une structure de varie´te´.
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2 Morphologie des home´omorphismes des sur-
faces
Mes premiers travaux ont porte´ sur l’e´tude de la complexite´ des orbites
pe´riodiques des home´omorphismes du plan. Comment obtenir, a` partir de
donne´es sur une orbite pe´riodique d’un home´omorphisme, des informations
sur la coexistence d’autres orbites pe´riodiques et sur la complexite´ de la
dynamique associe´e (§ 2.1).
Mes recherches ont ensuite e´volue´ vers la classification des home´omor-
phismes des surfaces a` conjugaison pre`s. Mon premier travail dans ce do-
maine a e´te´ la re´daction en collaboration avec Adrian Constantin, d’une
preuve e´le´mentaire du the´ore`me d’Eilenberg-Kere´kja´rto´ sur la classification
des home´omorphismes pe´riodiques de la sphe`re (§ 2.2).
Une ge´ne´ralisation naturelle de la notion de pe´riodicite´ est la notion
de re´gularite´. Elle fait apparaˆıtre une version purement topologique (re´gu-
liers/singuliers) de la dichotomie (Fatou/Julia) en dynamique holomorphe.
En collaboration avec Christian Bonatti, nous avons classifie´ comple`tement
les home´omorphismes des surfaces dont l’ensemble singulier est totalement
discontinu (§ 2.3).
La classe des home´omorphismes pe´riodiques est strictement incluse dans
la classe des home´omorphismes re´guliers, elle meˆme incluse dans une classe
plus large : celle des home´omorphismes re´currents. Avec Marie-Christine Pe´-
roue`me, nous nous sommes inte´resse´s a` l’e´tude des home´omorphismes re´cur-
rents des surfaces (§ 2.4).
L’adhe´rence du groupe engendre´ par un home´omorphisme re´gulier (c’est a`
dire dont tous les points sont re´guliers) est un groupe compact. J’ai re´dige´ une
preuve e´le´mentaire du the´ore`me de Kere´kja´rto´ sur les sous-groupes compacts
d’home´omorphismes de la sphe`re (§ 2.5).
2.1 Complexite´ des orbites pe´riodiques
En dimension 1, la structure d’ordre naturelle de la droite re´elle per-
met une description combinatoire des orbites pe´riodiques d’une application
continue f de l’intervalle. A chaque orbite pe´riodique de f , correspond la
permutation induite par la fac¸on dont sont parcourus les points de cette
orbite sur l’intervalle : c’est le type de permutation associe´ a` l’orbite pe´rio-
dique. Il est possible de de´crire une relation d’ordre partiel entre les types de
permutations4, un outil qui est utile pour e´tudier la complexite´ du syste`me
4Cet ordre partiel sur les types de permutations est plus fin que le tre`s populaire ordre
de Sarkovskii [64], qui est lui un ordre total sur les pe´riodes.
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dynamique associe´ [1].
En dimension 2, on peut se poser un proble`me similaire pour les orbites
pe´riodiques des home´omorphismes du disque. Dans ce dernier cas, on va tou-
tefois caracte´riser l’orbite pe´riodique d’un home´omorphisme du disque qui
pre´serve l’orientation par son type de tresse, c’est a` dire par la classe d’iso-
topie de l’home´omorphisme relativement a` cette orbite ([Kol93] et [Kol96]).
Deux questions naturelles se posent alors. D’une part, de´crire explicitement
cet ordre partiel et d’autre part estimer l’entropie topologique de l’home´o-
morphisme (qui caracte´rise la complexite´ de la dynamique) a` partir de la
connaissance d’un type de tresse pre´sent.
Dans [Kol89], j’ai e´tabli une minoration de l’entropie topologique d’un
home´omorphisme posse´dant une orbite pe´riodique de type de tresse donne´ a`
partir du rayon spectral de la repre´sentation de Burau de cette tresse. Ces
re´sultats ont e´te´ ame´liore´ depuis. On pourra consulter en particulier [26, 51]
pour obtenir des re´sultats plus re´cents sur le sujet.
Dans [Kol94], j’ai montre´ un re´sultat de “type Sarkovskii” pour les ho-
me´omorphismes du disque : la pre´sence d’une orbite pe´riodique de pe´riode 3,
dont le type de tresse n’est pas pe´riodique (c’est a` dire ne correspond pas au
type de tresse d’une rotation euclidienne), entraˆıne l’existence d’une orbite
pe´riodique de pe´riode n pour tout entier n. Ce travail ge´ne´ralise un re´sul-
tat ante´rieur de Gambaudo et Tresser [30]. Des re´sultats plus pre´cis ont e´te´
obtenu depuis, notamment dans [39] et [37].
Un home´omorphisme du plan qui pre´serve l’orientation n’a pas ne´cessai-
rement de point fixe comme l’illustre l’exemple d’une translation. Toutefois,
d’apre`s un lemme de Brouwer, qui est une e´tape interme´diaire pour e´tablir
son ce´le`bre The´ore`me des translations planes, un home´omorphisme du plan,
sans point fixe, qui pre´serve l’orientation ne posse`de que des points errants5.
Par conse´quent, un home´omorphisme du plan, qui pre´serve l’orientation et
posse`de une orbite pe´riodique, posse`de e´galement un point fixe.
On peut eˆtre cependant un peu plus pre´cis sur la relation entre ce point
fixe et cette orbite pe´riodique. Dans [Kol90], j’ai montre´ qu’un tel home´omor-
phisme f posse`de un point fixe lie´ a` cette orbite pe´riodique, en ce sens que
la tresse forme´e par l’orbite pe´riodique et celle forme´e par le point fixe, ne
peuvent pas eˆtre se´pare´es6, comme c’est le cas, par exemple, pour le centre
5Un point x est dit errant sous l’action d’un home´omorphisme f si il posse`de un voisi-
nage U tel que fn(U) ∩ U = ∅ pour tout n ∈ Z.
6Cette notion se de´finit de fac¸on plus pre´cise (mais moins visuelle) de la fac¸on suivante.
On dit que le point fixe x0 et l’orbite pe´riodique P = {x1, . . . , xn} sont lie´s, s’il n’existe
pas de courbe de Jordan C, bordant un disque qui contient P mais pas x0, et telle que C
et f(C) soient isotopes dans R2 \ {x0, x1, . . . , xn}.
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d’une rotation pe´riodique euclidienne par rapport a` n’importe quel autre
point pe´riodique. Un re´sultat analogue pour les home´omorphismes du plan
qui renversent l’orientation vient d’eˆtre de´montre´ tout re´cemment par Marc
Bonino [9].
Dans le cas d’une rotation euclidienne pe´riodique, le re´sultat est encore
plus fort puisque le nombre d’enlacement entre une orbite pe´riodique quel-
conque et le point fixe est non nul. Dans [10], une conjecture attribue´e a` John
Franks e´nonc¸ait que c’e´tait le cas ge´ne´ral.
Soit f : R2 → R2, un home´omorphisme pre´servant l’orientation.
Pour toute orbite pe´riodique, il existe un point fixe ayant un
nombre d’enlacement non nul avec cette orbite pe´riodique.
En collaboration avec Christian Bonatti, nous avons montre´ dans [BK92],
que cette conjecture est vraie pour les C1-diffe´omorphismes assez proches de
l’identite´. On pourra consulter [36] pour des re´sultats plus re´cents sur cette
conjecture.
2.2 Home´omorphismes pe´riodiques
Il est bien connu qu’un home´omorphisme pe´riodique du cercle est topo-
logiquement conjugue´ a` une rotation rationnelle ou a` une syme´trie axiale,
suivant qu’il pre´serve ou renverse l’orientation du cercle. Qu’en est-il en di-
mension supe´rieure ? Dans deux articles datant de 1919, Kere´kja´rto´ [42] et
inde´pendamment Brouwer [13] ont e´tudie´ la question de la conjugaison topo-
logique des home´omorphisme pe´riodiques de la sphe`re et du disque avec les
isome´tries euclidiennes. Les arguments de Brouwer ont toutefois e´te´ conside´-
re´s comme difficiles a` suivre et la preuve de Kere´kja´rto´ semble juste esquisse´e.
En 1934, une nouvelle de´monstration plus e´labore´e mais toujours complique´e
est pre´sente´e par Eilenberg [24].
Du fait de l’importance de ce re´sultat et comme il ne semblait pas y avoir
de re´fe´rence plus re´cente sur le sujet, nous avons, avec Adrian Constantin,
re´dige´ un expose´ moderne et une preuve (enfin) e´le´mentaire de la conjugaison
topologique des home´omorphismes pe´riodiques de la sphe`re et du disque avec
les isome´tries euclidiennes. Ce travail est paru dans [CK94]. Il est important
de noter que ce the´ore`me est propre a` la dimension 2 et ne se ge´ne´ralise
pas en dimension supe´rieure, comme le montre de nombreux contre-exemples
[6, 55].
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2.3 Home´omorphismes re´guliers
Une ge´ne´ralisation naturelle de la notion de pe´riodicite´ est celle de re´gu-
larite´. Soit f : X → X un home´omorphisme d’un espace me´trique (X, d).
Un point x est re´gulier sous l’action de f si la famille des ite´re´s (positifs et
ne´gatifs) de f est e´quicontinue au point x, c’est a` dire si pour tout ε > 0 il
existe δ > 0 tel que :
d(x, y) < δ ⇒ d(fn(x), fn(y)) < ε, ∀n ∈ Z.
Dans le cas d’un espace compact me´trisable, cette proprie´te´ est inde´pendante
de la me´trique d qui de´finit la topologie de X. Elle est e´galement invariante
par conjugaison topologique.
On de´finit le lieu singulier de f , note´ Σ(f) comme l’adhe´rence du com-
ple´mentaire de l’ensemble des points re´guliers. On pourra noter que Σ(f) est
l’analogue de l’ensemble de Julia pour une fonction holomorphe7. En sui-
vant cette analogie, l’inte´rieur de l’ensemble des points re´guliers correspond
a` l’ensemble de Fatou. Dans [BK98], nous avons e´tabli le re´sultat suivant :
The´ore`me 2.1. Soit f un home´omorphisme qui pre´serve l’orientation d’une
surface ferme´e orientable M2 dont l’ensemble singulier Σ(f) est totalement
discontinu. Alors :
1. Si M2 = S2, f est topologiquement conjugue´ a` une homographie.
2. Si M2 = T2, f est pe´riodique ou conjugue´ a` une translation
(s, t) 7→ (s+ α, t+ β) (α, β ∈ R).
3. Si χ(M2) < 0, f est pe´riodique.
Dans les trois cas, le The´ore`me 2.1 signifie qu’un home´omorphisme qui
pre´serve l’orientation d’une surface ferme´e orientable laisse invariant une
structure conforme de cette surface, si et seulement si, Σ(f) est totalement
discontinu.
En ge´ne´ral, l’ensemble singulier d’un home´omorphisme, Σ(f), contient des
continus non-de´ge´ne´re´s et donc l’hypothe`se de total discontinuite´ est assez
forte. Il existe des exemples tre`s simples d’home´omorphismes de la sphe`re S2
tels que Σ(f) = S2.
Par exemple, soit h un home´omorphisme du plan R2 qui laisse inva-
riant chaque cercle euclidien cr, r ∈ [0,+∞[ centre´ a` l’origine (0, 0) et dont
la restriction a` chacun de ces cercles cr est une rotation d’angle φ(r), ou`
7Bien que dans ce dernier cas on ne conside`re que les puissances positives bien entendu.
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φ : [0,+∞[→ R est une fonction continue qui n’est constante sur aucun
intervalle. Soit f l’home´omorphisme de la sphe`re S2, obtenu en e´tendant f
a` l’infini par un point fixe. Alors f est un home´omorphisme de S2 tel que
Σ(f) = S2.
Un autre exemple inte´ressant est celui d’un diffe´omorphisme C1- structu-
rellement stable d’une surface M2. On peut montrer, dans ce cas e´galement,
que Σ(f) = M2 (voir [BK98]).
Il est cependant remarquable qu’une condition aussi simple : Σ(f) totale-
ment discontinu, implique une telle rigidite´ : f conjugue´ a` une transformation
conforme. Ce re´sultat est a` rapprocher de ceux obtenus inde´pendamment par
Hiraide [41] et Lewowicz [50], dans le meˆme esprit, mais pour les home´omor-
phismes expansifs ; une hypothe`se diame´tralement oppose´e. Un home´omor-
phisme f d’un espace me´trique (X, d) est expansif s’il existe une constante
α > 0 telle que, pour toute paire de points distincts x et y, il existe un entier
n0 ∈ Z tel que
d(fn0(x), fn0(y)) > α.
Hiraide et Lewowicz ont montre´ que tout home´omorphisme expansif d’une
surface ferme´e de caracte´ristique d’Euler ne´gative e´tait topologiquement conju-
gue´ a` un home´omorphisme pseudo-Anosov8.
Afin d’eˆtre tout a` fait exhaustif, on a e´galement traite´ le cas des ho-
me´omorphismes qui renversent l’orientation, celui des home´omorphismes des
surfaces non-orientables et des surfaces a` bord, orientables ou pas.
2.4 Home´omorphismes re´currents
Un home´omorphisme f d’un espace me´trique (X, d) est re´current s’il
posse`de des puissances arbitrairement proches de l’identite´, autrement dit
s’il existe une suite nk → +∞ telle que :
d (fnk , Id)→ 0 quand k → +∞.
Dans le cas d’un espace me´trique compact, cette de´finition est inde´pendante
de la me´trique d qui de´finie la topologie de X. Autrement dit la notion d’ho-
me´omorphisme re´current, comme celle d’home´omorphisme re´gulier du reste,
est attache´e aux espaces me´triques compacts me´trisables. Cette proprie´te´ de
re´currence est e´galement invariante par conjugaison topologique. La classe
des home´omorphismes re´currents inclue les home´omorphismes pe´riodiques et
8Un diffe´omorphisme pseudo-Anosov est un concept qui ge´ne´ralise les diffe´omorphismes
line´aires du tore qui contracte une direction, le ”feuilletage stable” et dilate une direction
transverse, le ”feuilletage instable”, dans le cas des surfaces dont la caracte´ristique d’Euler
est ne´gative. Ces feuilletages ont ne´cessairement des singularite´s.
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plus ge´ne´ralement les home´omorphismes re´guliers (dont tous les points sont
re´guliers).
Dans [43], Kere´kja´rto´ s’e´tait demande´ si un home´omorphisme re´current
de la sphe`re S2, qui pre´serve l’orientation mais qui n’est pas pe´riodique, e´tait
toujours conjugue´ a` une rotation irrationnelle. La re´ponse, connue mainte-
nant, est non. En particulier, un home´omorphisme re´current de la sphe`re n’est
pas ne´cessairement re´gulier. Dans [29], Fokkink et Oversteegen ont construit
un exemple d’home´omorphisme re´current et sans point pe´riodique de l’an-
neau qui n’est pas conjugue´ a` une rotation irrationnelle. Une variante de cette
construction permet d’obtenir un home´omorphisme re´current de la sphe`re S2
posse´dant seulement deux points fixes (et pas d’autre point pe´riodique) qui
n’est pas conjugue´ a` une rotation. Dans ces exemples, l’home´omorphisme
laisse invariant un continu non localement connexe H (un he´risson) qui pos-
se`de une orbite dense.
Remarque. On pourra e´galement consulter sur ce the`me les recherches sur
les pseudo-rotations (voir [5]). Une pseudo-rotation de l’anneau est un ho-
me´omorphisme isotope a` l’identite´ et dont l’ensemble de rotation est re´duit
a` un nombre unique9. Un home´omorphisme re´current de l’anneau (ou de la
sphe`re, en ge´ne´ralisant quelque peu la de´finition) est donc un exemple de
pseudo-rotation. Comme nous l’avons de´ja` signale´, une pseudo-rotation irra-
tionnelle10 n’est pas toujours conjugue´e a` une rotation irrationnelle. Toute-
fois un re´sultat re´cent [5] affirme que la fermeture de la classe de conjugaison
d’une pseudo-rotation irrationnelle contient la rotation euclidienne irration-
nelle d’angle correspondant.
Tout home´omorphisme pre´servant l’orientation de la sphe`re posse`de un
point fixe11. Si de plus cet home´omorphisme posse`de un point non-errant
(en particulier un point re´current) en plus de ce point fixe, alors il posse`de
un second point fixe d’apre`s le lemme sur les arcs de translations (de´ja` cite´
pre´ce´demment dans ce me´moire), duˆ e´galement a` Brouwer [14]. Dans le cas
d’un home´omorphisme re´current, nous avons e´tabli avec Marie-Christine Pe´-
roue`me [KP98], qu’il n’en posse`de pas d’autre.
9Si le nombre de rotation d’un home´omorphisme du cercle, tel qu’il a e´te´ de´fini par
Poincare´ est un nombre unique, il n’en est pas de meˆme de la ge´ne´ralisation de ce concept
pour les home´omorphismes de l’anneau isotopes a` l’identite´. En effet, dans ce cas, les
limites obtenues ne se re´duisent pas, en ge´ne´ral, a` un nombre unique mais de´finissent un
intervalle.
10C’est a` dire dont le nombre de rotation est irrationnel.
11Ce re´sultat est duˆ a` Brouwer et ne doit pas eˆtre confondu avec son autre ce´le`bre the´o-
re`me de point fixe pour les applications continues du disque. Il est ante´rieur au The´ore`me
du point fixe de Lefschetz.
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The´ore`me 2.2. Un home´omorphisme re´current de la sphe`re S2 qui pre´serve
l’orientation et qui posse`de au moins trois points fixes est l’identite´.
Remarque. Ce re´sultat est a` rapprocher d’un the´ore`me beaucoup plus re´-
cent (2003), duˆ a` Patrice Le Calvez [47] et qui e´nonce que tout home´omor-
phisme de la sphe`re, sans point errant12, et qui a au moins trois points fixes
posse`de une infinite´ d’orbites pe´riodiques. Le sujet semble donc toujours bien
vivant.
Un des corollaires du The´ore`me 2.2 est le fait qu’un home´omorphisme
re´current du disque ferme´ D2 qui est l’identite´ sur le bord est l’identite´ sur le
disque lui-meˆme. Ceci est l’argument principal pour e´tablir qu’un home´omor-
phisme re´current du plan R2 (pour la me´trique euclidienne) est pe´riodique
[59].
Dans la de´monstration du The´ore`me 2.2, nous avons utilise´ la compacti-
fication en bouts premiers, Uˆ , d’un domaine simplement connexe U du plan,
introduite par Carathe´odory [18]. Si le bord d’un tel domaine peut-eˆtre fort
complique´, comme le montre de nombreux exemples, la construction de Ca-
rathe´odory est une compactification de U , home´omorphe au disque unite´
ferme´, tre`s utile dans l’e´tude des repre´sentations conformes. Nous avons e´ta-
blit en particulier dans [KP98], que si U est invariant par f , alors, f s’e´tend
en un home´omorphisme re´current de Uˆ ; un fait qui n’avait pas e´te´ remarque´
jusqu’alors.
Ce travail nous a permis de classifier comple`tement les home´omorphismes
re´currents des surfaces de genre g plus grand que 2 : ils sont tous pe´riodiques.
En particulier, un home´omorphisme d’une surface compacte de caracte´ris-
tique d’Euler ne´gative et qui posse`de au moins un point re´gulier ne peut
pas eˆtre topologiquement transitif (i.e. posse´der une orbite dense). Il ne peut
donc pas non plus eˆtre ergodique pour une mesure qui charge les ouverts.
2.5 Sous-groupes compacts d’home´omorphismes
L’adhe´rence du groupe engendre´ par un home´omorphisme re´gulier – c’est
a` dire dont tous les points sont re´guliers – est un groupe compact, un fait qui
re´sulte plus ou moins directement du the´ore`me d’Ascoli. L’e´tude de la carac-
te´risation topologique des home´omorphismes re´guliers des surfaces conduit
donc naturellement a` la classification des sous-groupes compacts d’home´o-
morphismes des surfaces. Ce proble`me se situe en fait, dans le cadre plus
12Une hypothe`se donc beaucoup moins forte.
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ge´ne´ral d’une suite de questions connue sous le nom de 5e proble`me de Hil-
bert [69]. Plus pre´cise´ment, soit G un groupe localement compact qui agit
fide`lement sur une varie´te´ M , on se pose les questions suivantes :
1. G est-il ne´cessairement localement euclidien13 ?
2. Si G est localement euclidien, est-ce un groupe de Lie ?
3. Si G est un groupe de Lie, existe-il une structure analytique sur M
invariante par G ?
La re´ponse a` la premie`re question n’est pas connue en dehors de quelques
cas particuliers. La re´ponse a` la deuxie`me question est positive (cf. Glea-
son [35], Montgomery and Zippin [55]). La re´ponse a` la troisie`me question
est ne´gative en ge´ne´ral. Il existe des contre-exemples simples dans le cas
non compact. Citons e´galement la construction par Bing [6] d’une involution
ne´gative de S3 non conjugue´e a` un e´le´ment de O(4), d’exemples d’home´o-
morphisme pe´riodique de S3 non conjugue´ a` un e´le´ment de SO(4) (Bing [7],
Montgomery-Zippin [55], Bredon [11]), d’une action de U(1) sur S4 non li-
ne´arisable (Montgomery, Zippin [55]) et d’une action de U(1) sur S2n+2 non
line´arisable [16]. Signalons enfin une preuve par Cairns et Ghys [16] que toute
action topologique de SO(n) sur Rn qui pre´serve l’origine est globalement
conjugue´e a` l’action standard.
Dans [Kol06a], j’ai donne´ une pre´sentation moderne et comple`te de la
classification topologique des sous-groupes compacts de la sphe`re S2, initia-
lement duˆ a` Kere´kja´rto´.
The´ore`me 2.3. Tout sous-groupe compact de Homeo(S2) est topologique-
ment conjugue´ a` un sous-groupe ferme´ de O(3).
Un des arguments essentiels dans la preuve de ce the´ore`me est le fait
suivant : Soit G un groupe compact et B une boule euclidienne. Soit K la
fermeture de la G-orbite de B, alors K est localement connexe. C’est un des
arguments principaux, dont j’ai donne´ une preuve tout a` fait e´le´mentaire. En
dimension 2 (et seulement en dimension 2), ce re´sultat permet d’e´tablir que
la frontie`re de K est constitue´e par une famille de courbes ferme´es simples
invariantes par G. Il en re´sulte que tout point fixe de G posse`de un syste`me
fondamental de voisinages qui sont des disques invariants.
Remarque. Tout sous-groupe compact G d’home´omorphismes du tore T2
est e´galement topologiquement conjugue´ a` un sous-groupes d’isome´tries. Le
sche´ma de la preuve est le suivant. Soit G0 l’ensemble des e´le´ments de G
qui sont isotopes a` l’identite´. Alors G0 est un sous-groupe compact, distingue´
13 Une autre terminologie pour de´signer une varie´te´ topologique.
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dans G et d’indice fini. On montre que tout e´le´ment de G0 posse`de un vecteur
rotation14 unique. En utilisant une mesure invariante sur le tore, on montre
ensuite que l’application qui associe a` un e´le´ment de G0 son vecteur rotation
est un morphisme de groupe et enfin que ce morphisme est continue et injectif,
ce qui est la partie de´licate. On en de´duit alors que ce groupe est isomorphe a`
un sous groupe ferme´ du tore lui meˆme et on finit par e´tablir que l’action sur
le tore est topologiquement conjugue´ a` l’action standard. On e´tend ensuite
sans difficulte´ ces re´sultats au groupe G lui-meˆme (voir [BK98]).
Ces questions sur la caracte´risation topologique des groupes d’isome´tries
des surfaces compactes conduisent naturellement a` se poser la question pour
d’autres types de groupes remarquables ; le groupe homographique ou l’un
de ses sous-groupes par exemple. Ce proble`me a fait apparaˆıtre la notion de
groupe de convergence [32] et a connu un regain d’inte´reˆt dans les anne´es 90
dans de nombreux domaines, en particulier dans la dynamique des groupes
discrets.
14Le vecteur rotation d’un home´omorphisme du tore est une ge´ne´ralisation de la notion
de nombre de rotation d’un home´omorphisme du cercle.
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3 Me´thodes ge´ome´triques en hydrodynamique
Dans un article devenu ce´le`bre [2], Arnold a montre´ que les e´quations du
mouvement d’un fluide parfait pouvaient eˆtre interpre´te´es comme les e´qua-
tions ge´ode´siques (E´quations d’Euler) d’une certaine me´trique riemannienne
invariante a` droite sur le groupe des diffe´omorphismes qui pre´servent le vo-
lume. Par la suite, il devint clair que de nombreuses e´quations issues de la
physique mathe´matique pouvaient e´galement s’e´crire sous cette forme (§ 3.1).
Dans [34] (voir e´galement [60]), Dorfman et Gelfand ont montre´ que
l’e´quation de Korteweg-de Vries [45]
ut + uux + uxxx = 0, (3.1)
s’obtenait comme l’e´quation des ge´ode´siques, sur le groupe de Virasoro, de la
me´trique obtenue par translation a` droite du produit scalaire L2 sur l’alge`bre
de Lie. Dans [54], Misiolek (voir e´galement [19]) a montre´ que l’e´quation de
Camassa-Holm [17]
ut − utxx + 3uux − 2uxuxx − uuxxx = 0, (3.2)
qui sert e´galement a` de´crire la propagation des ondes d’eau a` une dimension
en petite profondeur, pouvait s’obtenir comme e´quation ge´ode´sique sur le
groupe de Virasoro pour la me´trique H1.
Si la re-formulation ge´ome´trique de ces e´quations ce´le`bres a un aspect
purement esthe´tique, il n’en demeure pas moins que l’un des objectifs de
cette interpre´tation est de fournir des me´thodes pour clarifier les conditions
d’existence et la stabilite´ de leurs solutions. Une des e´tapes majeures de ce
programme passe par l’e´tude rigoureuse de l’exponentielle riemannienne et
des courbures sectionnelles de la me´trique dans chacun des cas.
Mes premiers travaux dans ce domaine ont e´te´ mene´ dans cette direction,
en collaboration avec Adrian Constantin (Trinity College, Dublin). Pour com-
mencer, nous avons e´tudie´ le comportement de l’exponentielle riemannienne
pour les me´triques L2 (equation de Burgers) et H1 (equation de Camassa-
Holm) sur le groupe des diffe´omorphismes du cercle (§ 3.2).
Les re´sultats encourageant que nous avons obtenu nous ont conduit a` ge´-
ne´raliser notre e´tude a` l’ensemble des me´triques Hk (k ∈ N) sur Diff(S1).
Nous avons e´tudie´ le proble`me de Cauchy pour le flot ge´ode´sique et la re´-
gularite´ de l’exponentielle (§ 3.3). Cette e´tude nous a permis de comprendre
pourquoi le cas L2, qui correspond a` l’e´quation de Burgers connue pour faire
apparaˆıtre des ondes de choc, e´tait singulier dans la famille Hk. Ce travail a
e´te´ prolonge´, par la suite, par une e´tude e´quivalente sur le groupe de Virasoro.
15
Dans une seconde se´rie d’articles, nous nous sommes inte´resse´s au pro-
ble`me de l’inte´grabilite´ des e´quations d’Euler sur Vect∗(S1) et sur l’alge`bre
de Virasoro (§ 3.4).
3.1 L’e´quation d’Euler
Toute me´trique unilate´ralement invariante sur un groupe de Lie G est
entie`rement de´termine´e par sa valeur a` l’e´le´ment neutre du groupe, autrement
dit par un produit scalaire sur l’alge`bre de Lie g. Ce produit scalaire peut
eˆtre repre´sente´ par un ope´rateur d’inertie
A : g→ g∗.
Si g(t) est une ge´ode´sique d’une me´trique invariante a` gauche (par exemple),
et si on introduit la vitesse eule´rienne
ω = Lg−1 g˙ ∈ g,
et sa version covariante le moment eule´rien
m = Aω ∈ g∗,
alors les e´quations du flot ge´ode´sique se re´duisent a` un syste`me de´couple´ du
type :
m˙ = ad∗A−1mm, g˙ = Lg ω,
ou` ad∗ est l’action coadjointe sur g∗. Cette dernie`re e´quation
m˙ = ad∗A−1mm,
est l’e´quation d’Euler15. Elle est Hamiltonienne relativement a` la structure de
Poisson canonique sur g∗, commune´ment appele´e, la structure de Lie-Poisson.
Dans [Kol04], j’ai re´dige´ un article d’introduction sur l’e´quation d’Eu-
ler. Partant des e´quations du mouvement du solide, je formule le proble`me
sur un groupe de Lie quelconque, et je traite ensuite le cas du groupe des
diffe´omorphismes du cercle.
Remarque. Ce processus de re´duction Hamiltonienne en dimension fini re-
monte en fait a` Poincare´ [62]. Il semble avoir e´te´ e´tendu a` l’hydrodynamique
par Moreau [56] avant Arnold. Il a e´te´ ensuite de´veloppe´ par de nombreux
auteurs, notamment Marsden et Weinstein [53], dans le cas plus ge´ne´ral des
15En fait, on la trouve surtout sous sa forme contravariante ω˙ = B(ω, ω) ou` B est de´fini
par < [a, b], c >=< B(c, a), b >, dans les ouvrages classiques de me´canique.
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proble`mes variationnels qui posse`dent un groupe de syme´trie G mais ou` l’es-
pace de configuration n’est plus ne´cessairement le groupe lui-meˆme. Il est
tout a` fait naturel qu’il apparaisse de fac¸on re´currente en me´canique ou` les
groupes de syme´trie jouent un roˆle fondamental.
Toutefois, si cette approche est tout a` fait satisfaisante d’un point de
vue ge´ome´trique purement formel, elle est plus de´licate du point de vue de
l’analyse dans le cas des groupes de dimension infinie, autrement dit en hy-
drodynamique, ou` ces derniers sont en ge´ne´ral des groupes de Lie-Fre´chet.
Pour contourner ces difficulte´s, certains auteurs, notamment Ebin et Mars-
den [23], ont e´tudie´s des flots ge´ne´ralise´s ou solutions faibles. On conside`re
par exemple, a` la place du groupe des diffe´omorphisme C∞, le groupe des
home´omorphismes qui sont dans les espaces de Sobolev Hs ainsi que leur
inverse. Bien qu’on ne puisse plus parler rigoureusement de groupe de Lie
dans ce cas puisque ni l’inverse ni la composition ne sont ici des applications
continuˆment diffe´rentiables, ce point de vue permet d’e´viter certains e´cueils
inhe´rents a` l’analyse sur les varie´te´s de Fre´chet.
Afin de transposer rigoureusement les re´sultats classiques de la ge´ome´trie
riemannienne de dimension finie (ou banachique) et ne pas en rester a` des
conclusions purement formelles, une des premie`res e´tapes consiste a` ve´rifier
que l’exponentielle riemannienne, qui joue un roˆle de carte locale privile´gie´e
pour e´tablir de nombreux re´sultats, est un diffe´omorphisme local. Mais il
n’existe pas de re´sultat ge´ne´ral. Chaque type d’e´quation doit eˆtre e´tudie´, cas
par cas. Ce qu’on peut espe´rer, c’est tenter de comprendre les me´canismes
qui aboutissent a` un re´sultat positif ou pas.
3.2 Le cas des e´quations de Burgers et de Camassa-
Holm
L’exemple le plus simple en dimension infinie est le groupe des diffe´omor-
phismes du cercle Diff(S1). Une me´trique invariante a` droite sur Diff(S1)
est de´termine´e par un produit scalaire a sur l’alge`bre de Lie du groupe
Vect(S1) = C∞(S1). Si ce produit est local (voir Peetre [61]), il est donne´
par une expression du type
a(u, v) =
ˆ
S1
uA(v) dx u, v ∈ C∞(S1),
ou` A est un ope´rateur diffe´rentiel, line´aire, syme´trique, inversible, appele´
ope´rateur d’inertie. On associe a` cet ope´rateur A la fonctionnelle d’e´nergie
HA(m) =
1
2
ˆ
S1
mA−1(m),
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sur le dual re´gulier 16, Vect∗(S1). Le champ de vecteur hamiltonien associe´,
XA, est donne´ par
XA(m) = (mD +Dm)(A
−1m),
ou` D = d/dx.
Parmi les e´quations d’Euler qui s’obtiennent de cette fac¸on, on trouve
l’e´quation de Burgers [15]
ut + 3uux = 0,
pour A = I (me´trique L2) et l’e´quation de Camassa-Holm17 [17, 28]
ut + uux +D(1−D2)−1

u2 +
1
2
u2x

= 0,
pour A = I − D2 (me´trique H1). Dans [CK01] et [CK02], nous avons e´tu-
die´ l’approche ge´ome´trique de ces e´quations. On a e´tablit en particulier que
l’exponentielle riemannienne est bien un diffe´omorphisme local dans le cas
H1 (e´quation de Camassa-Holm) mais qu’elle ne l’est pas dans le cas L2
(e´quation de Burgers).
Le fait que l’exponentielle soit un diffe´omorphisme local nous a` permis de
ve´rifier, pour l’e´quation de Camassa-Holm, des re´sultats connus en dimension
finie : par exemple, que deux e´tats voisins sont toujours joints par une unique
ge´ode´sique minimisante.
3.3 Les me´triques Hk sur Diff(S1)
Afin de mieux saisir la diffe´rence structurelle entre le cas L2 et H1, nous
avons ge´ne´ralise´ l’e´tude pre´ce´dente pour les me´triques Hk, ou` l’ope´rateur A
est donne´ par
Ak = 1− d
2
dx2
+ · · ·+ (−1)k d
2k
dx2k
,
ce qui nous a permis de comprendre pourquoi le cas L2 (k = 0) e´tait de´ge´ne´re´
[CK03a]. Nous avons e´tudie´ le proble`me de Cauchy pour le flot ge´ode´sique
et e´tabli en particulier [CK03b], le re´sultat suivant.
16La formulation de l’e´quation d’Euler ne´cessite que l’ope´rateur d’inertie A soit inver-
sible. Or le dual topologique de Vect(S1), qui n’est autre que l’espace des distributions sur
le cercle, est beaucoup trop “grand” pour eˆtre isomorphe a` Vect(S1). On se restreint donc
au sous-espace de ce dual constitue´ par les distributions qui ont une densite´ C∞ : c’est le
dual re´gulier avec lequel on travaille ici.
17En appliquant a` cette e´quation l’ope´rateur inversible I−D2, on retrouve la formulation
e´quivalente (3.2).
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The´ore`me 3.1. Soit k ≥ 1. Pour tout u0 ∈ C∞(S1), il existe une unique
ge´ode´sique ϕ ∈ C∞([0, T ); Diff(S1)) issue de ϕ(0) = Id ∈ Diff(S1) dans la
direction u0 = ϕt(0) ∈ TIdDiff(S1), pour la me´trique de´finie par l’ope´rateur
d’inertie Ak. De plus cette solution de´pend de manie`re C
∞ de la donne´e
initiale u0 ∈ C∞(S1).
La preuve de ce the´ore`me repose sur les deux arguments principaux que
voici.
1. L’e´quation des ge´ode´siques sur Diff(S1)× C∞(S1) s’e´crit :
(
ϕt = v,
vt = Pk(ϕ, v).
(3.3)
On a donc un proble`me de Cauchy. La difficulte´, c’est qu’on n’a pas de the´o-
re`me pour le re´soudre sur Diff(S1)×C∞(S1)18. On va donc d’abord montrer
que (3.3) est un proble`me de Cauchy bien pose´ sur l’espace Dn × Hn(S1) si
n est plus grand que 2k + 1, ou` Dn est l’espace des diffe´omorphismes C1 qui
sont de classe Hn. La question de´licate e´tant de montrer que l’application
(ϕ, v) 7→ (v, Pk(ϕ, v))
est un champ de vecteur bien de´fini et de classe C∞ sur la varie´te´ de Banach
Dn ×Hn(S1). L’ope´rateur Pk s’e´crit :
Pk(ϕ, v) = Rϕ ◦ A−1k ◦ Ck ◦Rϕ−1(v)
ou` Ak est l’ope´rateur d’inertie, qui est un ope´rateur line´aire continue (donc
C∞) de Hn dans Hn−2k, Rϕ est la composition a` droite par ϕ et Ck est un
ope´rateur diffe´rentiel quadratique borne´ de Hn dans Hn−2k.
On ne peut malheureusement pas conclure directement que Pk est C
∞ car
ni la composition, ni l’inversion ne sont des application C∞ dans Dn. Pour
e´tablir que l’application (ϕ, v) 7→ (ϕ, Pk(ϕ, v)) est C∞, on le de´compose en
deux applications
Ek(ϕ, v) =

ϕ, Rϕ ◦ Ck ◦Rϕ−1(v)

,
et
Qk(ϕ, v) =

ϕ, Rϕ ◦ A−1k ◦Rϕ−1(v)

.
18Le the´ore`me de Cauchy-Lipschitz n’est pas valable sur les espaces de Fre´chet.
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Le fait que Ek soit de classe C
∞ repose sur l’observation essentielle suivante :
Ek(ϕ, v) est un polynoˆme des variables
1
ϕx
, ϕxx, . . . , ϕ
(2k), v, vx, . . . , v
(2k),
ce qui permet de conclure sachant que Hn(S1) est une alge`bre de Banach,
pour n ≥ 1. Pour montrer que Qk est de classe C∞, on remarque d’abord
qu’il posse`de un inverse
Q−1k (ϕ, v) =

ϕ, Rϕ ◦ Ak ◦Rϕ−1(v)

et que cette inverse est C∞ pour les meˆmes raisons que Ek. On conclut ensuite
par un argument d’inversion locale dans les espaces de Banach.
2. Soit u0 ∈ Vect(S1). Pour chaque n ≥ 2k+1, on obtient un re´el strictement
positif Tn et une solution du proble`me de Cauchy Pn, avec conditions initiales
ϕ(0) = Id et v(0) = u0, dans Dn × Hn(S1) de´finie sur l’intervalle de temps
maximal [0, Tn[. Chaque solution du proble`me Pn+1 est elle-meˆme solution
du proble`me Pn : la suite Tn est de´croissante. On montre alors, par des
estimations assez fines, que
Tn ≥ T2k+1,
pour tout n ≥ 2k+ 1. Un des ingre´dient essentiel pour obtenir cette majora-
tion est l’existence d’une loi de conservation. L’invariance de la fonctionnelle
d’e´nergie HA par l’action a` droite du groupe Diff(S1) conduit a` la conserva-
tion du moment
mk(ϕ, t) = Ak(u) ◦ ϕ · ϕ2x.
C’est e´galement en utilisant cette loi de conservation que l’on a pu montrer
le re´sultat suivant.
The´ore`me 3.2. Pour la me´trique Hk (k ≥ 1) sur Diff(S1), l’exponentielle
riemannienne est un diffe´omorphisme local de classe C∞ d’un voisinage de
l’origine de Vect(S1) sur un voisinage de Id dans Diff(S1).
Ces me´thodes ont e´te´ applique´es par Thomas Kappeler et Peter Topalov
(Universite´ de Zu¨rich) pour le groupe de Virasoro, une extension centrale
du groupe des diffe´omorphismes du cercle par R dans [CKKT05]. Comme je
l’ai de´ja` signale´, ce groupe sert d’espace de configuration pour l’e´quation de
Korteweg-de Vries. Dans ce cas, on montre que l’exponentielle riemannienne
est un diffe´omorphisme local pour les me´triques Hk, si k ≥ 2 mais elle ne
l’est pas pour k = 0 et k = 1.
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3.4 Syste`mes bi-Hamiltoniens sur Vect∗(S1)
L’e´quation de Korteweg-de Vries a e´te´ l’objet d’une intense activite´ de re-
cherche en physique mathe´matique ces quarante dernie`res anne´es, notamment
a` travers les travaux de Gardner, Green, Kruskal, Miura, ... (voir [63] pour
une bibliographie comple`te et une e´tude historique). C’est d’ailleurs a` partir
de ces travaux, qu’a e´merge´ la the´orie des solitons ainsi qu’une me´thode de
re´solution de certaines e´quations aux de´rive´es partielles non-line´aires connue
maintenant sous le nom d’inverse scattering method.
Une des proprie´te´s remarquables de l’e´quation de Korteweg-de Vries, mise
en e´vidence a` cette occasion, est la pre´sence d’une infinite´ d’inte´grales pre-
mie`res. Ce me´canisme, qui engendre ces grandeurs conserve´es, est a` l’origine
d’un nouveau formalisme connu sous le nom de sche´ma de Lenard ou de
formalisme bi-Hamiltonien [52, 33]. Il caracte´rise les syste`mes d’e´volution de
dimension infinie dits formellement inte´grables, en re´miniscence des syste`mes
inte´grables classiques (au sens de Liouville) de dimension finie. Il s’applique
en particulier a` l’e´quation de Camassa-Holm [17, 20, 28] et a` l’e´quation de
Burgers. De´taillons-le.
Deux crochets de Poisson {, }P et {, }Q sur une meˆme varie´te´ M , de´-
finis par les bi-vecteurs de Poisson P et Q sont dit compatibles, si toute
combinaison line´aire de ces deux crochets
{f, g }λ, µ = λ{f, g }P + µ{f, g }Q, λ, µ ∈ R,
est e´galement un crochet de Poisson, c’est a` dire ve´rifie l’identite´ de Jacobi.
Lorsqu’un champ de vecteur X est hamiltonien relativement a` deux struc-
tures de Poisson compatibles, on dit que ce champ de vecteurs est bi-hamiltonien.
Dans les cas favorables, cette situation engendre une hie´rarchie, (Hn)n∈N,
d’inte´grales premie`res en involution (relativement aux deux structures) de
la fac¸on suivante. Soit H1 le hamiltonien de X relativement a` P , et H2 son
hamiltonien relativement a` Q
X = X1 = P dH1 = QdH2.
On de´finit ensuite de fac¸on inductive
Xn = P dHn = QdHn+1.
Cet algorithme est connu sous le nom de Sche´ma de Lenard [46, 27, 33, 52, 63].
Il permet dans la plupart des cas connus de ge´ne´rer suffisamment d’inte´grales
premie`res pour e´tablir l’inte´grabilite´ du syste`me initial.
21
Sur le dual g∗ d’une alge`bre de Lie, il y a une structure de Poisson li-
ne´aire19 canonique (dite de Lie-Poisson) de´finie par
{f, g }LP (m) = m([dmf, dmg])
ou` f, g ∈ C∞(g∗). Toute e´quation d’Euler sur g∗ associe´e a` un ope´rateur
d’inertie
A : g→ g∗
est hamiltonienne pour la structure canonique. Il se trouve que pour certains
ope´rateurs A, l’e´quation d’Euler est hamiltonienne par rapport a` une seconde
structure compatible dite affine (apre`s Souriau [66]). Cette seconde structure
est de´finie par une forme biline´aire antisyme´trique γ de g
{f, g }γ(m) = γ(dmf, dmg).
La compatibilite´ de ce crochet avec la structure canonique se traduit par le
fait que γ soit un 2-cocycle de l’alge`bre de Lie g. On parle alors de structure
de Poisson affine de´finie par le cocycle γ.
Remarque. Dans le cas particulier ou le cocycle γ est un cobord
γ(u, v) = m0([u, v]), u, v ∈ g, m0 ∈ g∗,
la structure de Poisson associe´e est appele´e par certains auteurs, une structure
“gele´e” (freezing structure) [3, 44] et l’algorithme utilise´ pour engendrer la
hie´rarchie d’inte´grales premie`res est la me´thode de translation de l’argument.
Il se trouve justement que les e´quations de Burgers, de Korteweg-de Vries
et de Camassa-Holm sont bi-hamiltoniennes relativement a` des structures af-
fines de Lie-Poisson20. Comme ces e´quations sont des cas particuliers d’e´qua-
tion d’Euler induites par des me´triques Hk, il est naturel de se demander si,
plus ge´ne´ralement, les e´quations d’Euler associe´es aux me´triques Hk, pos-
se`dent des proprie´te´s semblables pour toute valeur de k. Dans [CK06], nous
avons montre´ avec Adrian Constantin, qu’il n’existait aucune structure affine
de Lie-Poisson qui fasse de Xk un champ bi-hamiltonien, en dehors des cas
particuliers k = 0 (Burgers) et k = 1 (Camassa-Holm). Un re´sultat analogue
pour le groupe de Virasoro est donne´ dans [CKL06].
19Le crochet de 2 formes line´aires sur g∗ est encore une forme line´aire.
20Il semble que la structure affine sur l’alge`bre de Virasoro qui serve a` inte´grer l’e´quation
de Korteweg-de Vries ait e´te´ de´couvert en premier par Gardner [31] et certains auteurs
donne a` la structure de Poisson associe´e le nom de crochet de Gardner (Voir e´galement
[25].
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Dans un article a` paraˆıtre [Kol06b], je me suis inte´resse´ au proble`me plus
ge´ne´ral suivant : Quels sont les ope´rateurs diffe´rentiels line´aires, syme´triques
A sur Vect(S1) dont l’e´quation d’Euler associe´e est bi-hamiltonienne relati-
vement a` une structure affine ? J’ai obtenu le re´sultat suivant :
The´ore`me 3.3. Les seuls ope´rateurs diffe´rentiels, line´aires, syme´triques, in-
versibles
A : Vect(S1)→ Vect(S1)∗
a` coefficients constants, dont l’e´quation d’Euler associe´e est bi-hamiltonienne
relativement a` une structure affine de Lie-Poisson, sont
A = aI + bD2,
ou` a, b ∈ R avec a − bn2 6= 0,∀n ∈ Z. La seconde structure Hamiltonienne
est de´finie par l’ope´rateur
Q = DA = aD + bD3,
ou` D = d/dx et le second Hamiltonien est la fonction
H3(m) =
1
2
ˆ
S1

au3 − bu(ux)2
Ł
dx,
ou` m = Au.
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4 Perspectives de recherches
Cette section contient une liste non-exhaustive de questions ouvertes et
de perspectives en relation avec les recherches pre´sente´es dans ce me´moire.
• Y a-t-il une caracte´risation topologique simple des rotations euclidiennes
de la sphe`re S3 et plus ge´ne´ralement du sous-groupe des rotations SO(4) ? Je
rec¸ois occasionnellement des messages qui m’interrogent a` ce sujet mais je ne
connais pas la re´ponse.
• Nous avons proce´de´ a` une e´tude exhaustive de l’e´quation d’Euler pour
les me´triques Hk (k ∈ N) sur Diff(S1) et sur le groupe de Virasoro. S’il
semble tre`s probable que nos re´sultats s’e´tendent, sans trop de difficulte´s,
au cas d’une me´trique donne´e par un ope´rateur diffe´rentiel, line´aire a` coeffi-
cients constants A, il n’en est pas de meˆme si A a des coefficients qui sont
des fonctions C∞ non constantes. Et qu’en est-il pour un ope´rateur pseudo-
diffe´rentiel ? Nous avons essaye´ de voir ce que l’on pouvait faire pour les
me´triques Hs ou` s n’est pas un entier mais il s’est ave´re´ rapidement que le
proble`me devenait beaucoup plus complique´. Certains de nos arguments clefs
ne fonctionnent plus dans ce cas.
• Apre`s l’e´tude des e´quations d’Euler sur Diff(S1), la ge´ne´ralisation la plus
simple en dimension supe´rieure est celle du groupe des diffe´omorphismes sur
le tore T2. Ce mode`le avait de´ja` e´te´ e´tudie´ par Arnold mais pas du point
de vue analytique. Il semble que Thomas Kappeler et Peter Topalov aient
entame´ des recherches dans cette direction.
• La formulation ge´ome´trique initiale d’Arnold de l’hydrodynamique est
restreinte au proble`me des fluides occupant un domaine fixe. A la suite d’une
formulation hamiltonienne prometteuse duˆ a` Zakharov [70] dans le cas bi-
dimensionnel et irrotationnel, cette approche a e´te´ ge´ne´ralise´e au moins for-
mellement dans le cas des proble`mes a` frontie`re libre [49] ou` l’espace de
configuration est un espace de plongements qui n’est plus un groupe. Tou-
tefois, il semble que la puissance ge´ome´trique de ces me´thodes n’ai pas en-
core e´te´ totalement exploite´e. Il serait inte´ressant de formuler des proble`mes
variationnels exploitables pour traiter certains e´coulements fluides bidimen-
sionnels, avec rotationnel non nul [21, 22]. Avec David Sattinger nous avons
commence´ des recherches dans cette direction.
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• Dans [CK06], nous avons montre´ qu’il n’existait pas de structure affine de
Lie-Poisson pour laquelle l’e´quation d’Euler associe´e a` la me´trique Hk e´tait
bi-hamiltonienne, si k > 1. On est en droit de se demander si ces e´quations
sont bi-hamiltoniennes pour une autre structure de Poisson. Le proble`me tel
quel semble beaucoup trop ge´ne´ral. Toutefois, il serait inte´ressant de traiter
la question pour des de´formations line´aires de la structure de Lie-Poisson.
On pourra remarquer a` ce sujet, que l’e´quation du mouvement du solide
(en dimension finie) n’est pas bi-hamiltonienne par rapport a` une structure
affine mais elle l’est par rapport a` une de´formation line´aire de la structure
canonique [57].
• Dans [Kol06b], j’ai de´termine´ les seuls ope´rateurs diffe´rentiels, line´aires
a` coefficients constants A, repre´sentant une me´trique invariante a` droite sur
Diff(S1), dont l’e´quation d’Euler e´tait bi-hamiltonienne relativement a` une
structure de Poisson affine. Il serait inte´ressant de connaˆıtre la re´ponse pour
un ope´rateur diffe´rentiel line´aire quelconque. Et dans ce cas, quels sont les
2-cocycles γ sur Vect(S1) pour lesquels il existe une e´quation d’Euler bi-
hamiltonienne ? Il semblerait que Zakharevich ait construit de tels exemples
sur l’alge`bre de Virasoro.
• Je me suis e´galement inte´resse´ a` l’inte´grabilite´ du flot ge´ode´sique d’une
varie´te´ riemannienne de dimension finie, ou plus ge´ne´ralement d’une varie´te´
munie d’une connexion affine syme´trique. Ce proble`me a e´te´ tre`s e´tudie´ no-
tamment dans le cas de certaines solutions de la relativite´ ge´ne´rale [68]. Dans
un travail en pre´paration, je m’inte´resse a` l’existence de certain champs de
tenseurs qui engendrent des inte´grales premie`res comme le fond les tenseurs
de Killing ou de Killing-Yano. Ces champs de tenseurs sont une ge´ne´ralisa-
tion des champs e´quiprojectifs de´finis sur un espace affine [4] mais dans le
cadre plus ge´ne´ral d’une varie´te´ munie d’une connexion affine.
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